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DANG TOAN ON TAP KI THI TN.THPT NAM 2025

PHUONG TRINH MAT CAU

@ Phuong trinh mit cau (S) dang 1:
Dé viét phuong trinh mat cau (9), ta can tim tam I(a;b;¢) va ban kinh R. Khi do:

« Tam: I(a;b;c)

. . _ 2 R AY _ 2: 9
(5): ¢ Ban kinh: R S)i|@—a) +(y—b) +(2—¢ R\

® Phuong trinh mat cau (S) dang 2:

(S):|z* +9* + 2° —2ar — 2by — 2cz +d = 0|,

V6i a® +b* + ¢ —d > 0 1a phuong trinh mit cau dang 2

Tam I(a;b;c), ban kinh: R = \/@2 +0°+c*—d>0.

Vi tri tuong déi ciia mat phing va mat cau

Cho mat cau S(I; R) va mit phang (P). Goi H 1a hinh chiéu vuong goc ctia I len (P) va
c6 d = IH 1a khodng cach tit [ dén mat phang (P). Khi do:

Néu d > R: Mt cau va Néu d = R: Mit phing Néu d < R: Mt phang (P)
miit phang khong c6 diém tiép xtic mét cau. Liac do cAt miit ciu theo thiét dien 13
chung. (P) la mat phang tiep dien duong tron c6 tam I’ va ban

cia (S) va H la tiép diem. kinh r — R — IH?

3 6 &

o ubh . /a\

Luu v: Chu vi ctia dudng tron giao tuyén C' = 27r, dién tich dudng tron S = 7r’. Néu
Cﬁp( = 0 thi giao tuyén 13 mot duong tron qua tam I va duge goi 1a dudng tron 16n. Lac nay

(P) dugc goi 1a mat phang kinh ciia mit cau (9).
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DANG CAU 19. BAI TAP REN LUYEN (65 CAU)

Cau 19.1. (DMH 2025) He thong dinh vi toan cau GPS 1a mot hé thdng cho phép xac dinh vi
tri ctia mot vat thé trong khong gian. Trong cting mot thdi diém, vi tri ctia mot diém M
trong khong gian sé dude xac dinh béi bdn vé tinh cho truée nhd cac bo thu phat tin hieu
dat trén cac ve tinh. Gia st trong khong gian véi hée toa do Ozyz, c6 bén vé tinh 1an hugt

dat tai cdc diém A(3;1;0), B(3;6:6), C(4:6:2), D(6:214); vi tri M (a;bic) théa man
MA=3, MB=6, MC=5, MD=13. Khoang cach tit diétm M dén diém O bing bao
nhiéu?

Cau 19.2. Trong khong gian vé6i hé toa do Ozyz, cho bén diém A<—1;5;—4>, B<2;—3;6),

C(0:4;2), D(1;7;-5) va diém M(asb;e) théa man MA =62, MB =135, MC =6,
MD = ~/89. Tim diém M .
Cau 19.3.  Trong khong gian v6i hé toa do Ozyz , cho bon diém A (2; 4; —1) , B (4; —2; 3) , C (5; 0; 6)
. D(8-10) va didm M(abic) théa man MA=+26, MB=+30, MC =122,
MD = ~/68. Tim diém M .
Cau 19.4. Trong khong gian véi hé toa do Ozyz, cho bén diém A(3; 4;—1) , B(?;O;—Q),
C(~3:2:4), D(4-15) va diém M(a;bc) théa man MA=6, MB=9, MC =1,
MD = P26. Tim diém M .
Cau 19.5.  Trong khong gian v6i hé toa do Ozyz , cho bén diém A(4; 0; 3) , B (—3; 2;1) , C (5; —2; 7)
: D(4;6;—5) va diém M(a;b;c) théa man MA:\/3_4, MB:\/g, MC’:\/E,
= /122, Tim diém M .
Cau 19.6.  Trong khong gian v6i hé toa do Ozyz , cho bén diém A(O;2;4) , B(3; 1;5) , C(—6;2;3> ,
D(4;—2;3> va diém M(a;b;c) thoa man MA = \/@, MB = \/5, MC =+153 , MD = 9.
Tim diém M .
Cau 19.7.  Trong khong gian vé6i he toa do Ozyz , cho bon diém A(S' 5; —6) B (0' 1; 3) C (2' —4'1)
, D(5;—2;—3> va diém M(a;b;c) théa man MA =209, MB = \/7 MC =186
= ~/203. Tim diém M .
Cau 19.8. Trong khong gian v6i hé toa do Ozyz, cho bbén diém A(l‘—3'4) B(2'5'—3>,
C(l;—4;2>, D(O;2;5) va diém M(a;b;c) thoa man MA = /182 178,
=229, MD = +/52. Tim diém M .
Cau 19.9. Trong khong gian v6i hé toa do6 Ozyz , cho bén diém A(2; 1;—2), B(3; 4;2) , C(O;5;6> ,
D(4;2;5) vadiém M(a;b;e) théaman AM =+/42 , BM=8, CM=+106 , DM = V46 . Tim
diém M .
Cau 19.10. Trong khong gian v6i mot hé truc toa do Ozyz cho truée (mdi don vi do trén truc la
mot kilomét), radar phat hien mot may bay chién dau di chuyén véi van téc va huéng
khong ddi tit vi tri diém M(500; 200;8) dén diém N(a;b;c) trong 30 phut. Néu may bay

tiép tuc gitt nguyén van toc va hudng bay thi sau 10 phit tiép theo may bay sé & vi tri
diém P(900; 360;16). Tinh gid tri biéu thic S =a—b—2c.
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Cau 19.11. Ban t6 chitc Lé& hoi khinh khi cau Ninh Binh cung cap dich vu chup anh bing Flycam
phuc vu du khach. Xét trong mot hé truc toa do Ozyz (mdi don vi trén truc 1a mot kilomét),

Flycam sé xuat phat ti vi tri ciia Ban t6 chitc 1a diém [ (3; 0; 0) , bay dén vi tri dugc yéu cau
chup anh trong ban kinh khong qua 3km . Trong mot tinh huéng, khinh khi cau thi nhat
dang 6 vi tri M (5;4;4) c6 van téc bay khong doi 1a 20 km / h, khinh khi cau thit hai dang
& vitri N (6;0;3) c6 van téc bay khong ddi la 10 km / .. Hai ngudi ban trén hai khinh khi
cau nay muodn chon mot vi tri A (a; b; c) dé chup anh bang Flycam ctia Ban t6 chitc sao cho
tong thoi gian bay ciia hai khinh khi cau dén A 13 nhé nhéat (gia thiét duong bay ciia khinh
khi cau la duong thang). Tinh S =a 4+ b+ c.

Cau 19.12. Trong khong gian Ozyz , cho diém M(l; 2;5). Goi (P) 13 mat phang di qua M va cach
gbc toa do mot khoang 16n nhat. Biét mat phang (P) cat
Oz, Oy, Oz lan lugt tai ba diém A, B, C . Tinh thé tich
ti dien OABC' .

Cau 19.13. Mot ki su xay dung thiét ké khung mot ngoi nha trong
khong gian Ozyz nhu hinh vé bén nhé mot phan mém do6

2m

5m

hoa may tinh (don vi trén méi truc la mét). Biét rang san }

nha, bén mit bén cing véi cac mit phang (DEMN ) va ‘ . !
(MNHF) 1 cac hinh chit nhat, tinh khong cach tir diém '™ _,; i s o
B dén mit phing (DEMN) (lam tron két qud dén hang N o /

phan tram,). ' B

Cau 19.14. Trong khong gian Ozyz, cho hinh chop deéu

S.ABCD c6 canh SB =5,CD = 32 dugc gan vao he
truc sao cho tam ctia day ABCD trung véi gbc toa do
O nhu hinh vé.

a) Toa do dinh S (0; 0;4).

b) Trong tam ctia tam giac SCD 1a diém G (—1; I; 1)
c) Goi M 1a trung diém canh SD thi BM = N6 .

d) Néu E(a;O;b) thuoc mat phang (Oxz) sao cho
|EG — BA| 1a16n nhat thi a” —b* = 5.

Cau 19.15. Trong khong gian véi hé truc toa do cho truée, don vi do 1a
kilomét, ra da phat hién mot may bay chién dau cia My di
chuyén v6i van téc va huéng khong doi tir diem D (1000; 600; 14)

dén diém H(a;b;c) trong 30 giay. Néu méy bay tiép tuc git [

nguyén van téc va huéng bay thi toa do ctia may bay sau 10 giay

tiép theo la diém K (1400; 800;16) . Tinh gia tri ciia tdng a + b + 2c .
Cau 19.16. Lam méng x6i nuéc bing mot tam

nhom c6 bé ngang 32 cm duge udén cong tao
thanh ranh dan nudc bang cach chia tam / r
: / a 4

xem

nhom thanh ba phan réi gap hai bén lai theo

mot géc vuong (nhu hinh vé). Dé tao ra ;
duong ranh c6 dién tich mit ngang (thiét /

32cm

Thiét dién
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dién) 16n nhat dé cho nuée di qua nhiéu nhat. Dién tich 16n nhat ctia thiét dien 14 bao nhieu
cm’?

Cau 19.17. Trén hé truc toa do Oxy, mot Robot Al dugc lap 4

trinh dé di tit diém O(0;0) dén K (13;11), trén dudng di

phéai tranh viing chuéng ngai vat 14 mién trong ctia hinh g e /

tron tam 1(5;5)7 ban kinh R = 10 (Robot van di duge ,/O el
! :

3;
JK(13;11)

trén bién ctia duong tron, tham khao hinh vé). Tinh do {S',s
dai quang duong t6i uvu nhat ma Robot c6 thé di tit diem ||
O dén K . (két qua lam tron hang phan muoi). 0(0;0)
Cau 19.18. Trong khong gian Oxyz , mot khinh khi cau & toa do A<—16;—10;10) bat dau bay véi

»>
L

véc to van téc khong doi v(4;3;—1> (don vi van toc 1a km/h) va du kién bay trong thoi

gian 10 gis. Biét tram kiém soat khong luu dat & vi tri gbe toa do O kiém soat duge cac vat
thé cach tram mot khoang t6i da bang 12km. Thai gian ké tir khi tram kiém soat khong
luu phat hién ra khinh khi cau dén khi khinh khi cau ra khéi viing

kiém soat 1& bao nhiéu phut? “ o,
Cau 19.19. Mot k§ su thiét ké mo hinh trang tri cho mot san khau ndi co & Q
dang hinh lap phuong ABCD.A B,C D, véi do dai cac canh bang : Yo

5m. Dé tao ra nét doc dao cho san khau, ngusi k¥ su mubn thiét
ké mot dan den anh sang néi tit mot diem M trén doan thing

AD, xudng diém N trén doan thing BD théa min AM = ND. gt . T
Dan dén anh sang c6 chiéu dai ngan nhat 1 bao nhieéu mét? (lam B"\ / .
tron két qua dén hang phan tram) c

Cau 19.20. Mot chiéc may do dac trac dia duge dat trén mot gia d ba chan. Trong 9

luc tic dung lén chiéec may c6 do 16n 1a 30N va dudge phan bé thanh ba e ?

—_— — —

F, F,, F, 1én ba chan cua gia d6. Ba luc F, F,, F, ¢6 do 16n bang nhau va

|
goc tao boi mdi chan cia gia A6 va mit dat 1a 60°. Hoi do 16n cia luc F 1a '
bao nhiéu N (lam tron dén hang phan chuc)? '

Cau 19.21. Trong khong gian v6i hé toa do Ozyz cho hai diem A(1;2;3), B(7;10;6) .
Hai diém M,N thay ddi trén mat phang (Ozy) sao cho MN = 4. Khi AM + BN nhé
nhat, tinh tong hoanh do ctia M va tung do ctia N .

Cau 19.22. Chao dén nam mdi 2025, Thanh phd trang tri den led cho biéu tuong hinh chit V' duge
ghép tit cac thanh AB = 4m, AC = 5m sao cho tam gidc ABC vudng tai B . Dé tang hiéu
ing, cac ki su da thiét ké mot chudi led chay tit B xudng A vdi van téc 4 m/phut va mot
chudi led chay tit A len C' v6i van téc 10 m/phuat. Sau khi déng nguon dién thi ca hai
chudi led dong thoi xuat phat. Hoi sau bao nhiéu giay tir thoi diem déng nguon dien thi
khoang céach giita hai diém sang dau tién ctia hai chudi led 14 nhé nhat?

Cau 19.23. Mot ngoi nha gom hai phan. Phan than nha dang hinh
hop chit nhat ABCD.OMNK c6 chiéu dai 1200 cm, chiéu
rong 900 cm, chiéu cao 450 cm. Phan mai nha dang hinh ~ _Z&--\---== D
chop S.ABCD c6 cac canh bén bang nhau va cling tao voi g2

o] 450ecm
1 ' ,
mat day mot goc acod tana = = Chon hé truc toa do Ozyz e - Y
2 e 900cm
sao cho M thuoc tia Oz, K thuoc tia Oy, A thuoc tia Oz (nhu  “M  1200em N

hinh vé).
Biét S(a;b;c) (don vi ctia a, b, cla centimet). Tinh gia tri ctia biéu thitc P =a +b + ¢
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Cau 19.24. Trong khong gian v6i hé truc toa do  Oxyz, cho cac diém
A(3;—2;—1), B(1;4;6),C(3;38;,—16), D(2;5;1). Diém M(a;b;c) théa man biéu thiec

P =MD" — ? MD? —4MA* —5MB*> — MC® dat gia tri nhé nhat. Tim gia tri 16n nhét

ctia biéu thitc Q = a + b + ¢ ? (Iam tron két qua dén hang phan musi).
Cau 19.25. Miit bé boi ctia mot dir 4n chung cu cao cap c6 dang
mot hinh chit nhat véi chiéu dai 25m va chiéu rong 8m
. Bé boi sau 1m & bén dau nong va sau 2m bén dau sau.
Biét hai dau nong, sau thuoc hai bén theo chiéu dai ctia
bé boi(tham khao hinh vé minh hoa). Ban dau bé
khong c6 nuée, nude bat dau duge bom vao bé lac 7 gis
sang voi tbc do 1m®mdi phat. Vao lic 8gis 4 phat

.. 1 . ..
sang thi myc nuéc dang lén véi toc do — m/phat. Gia
a

tri ctia a bang bao nhiéu?

Cau 19.26. Mot vat c6 trong luong 300N dudc treo bang
ba s¢i day cap khong dan co6 chiéu dai bang nhau,
modi day cap c6 mot dau dude gin tai mot trong

cic diém P(~2:0:0).Q 1;@;0),3(1;—\/5;0)

con dau kia gin v6i vat tai diem S (O;O;— 2\/5 )

nhu hinh vé (mdi don vi trén truc tuong tng véi

IN ). Goi F, F,, F, tuong ting la Iyc cang trén cac
soi day cap RS,QS va PS. Gia tri |F)| + 2|F)| + |F,| bang bao nhiéu Niu — ton? (Két qua

lam tron dén hang don vi).
Cau 19.27. Trong khong gian v6i hé truc toa do Ozyz (mdi don vi trén truc toa do dai lem) duge
dat mot goc trong mot can phong. Cé mot cay quat tran co ba
canh quat v& mdi canh cach déu nhau (minh hoa nhu hinh vé
ben). Goi A(—lo;— 15;300) va B(12;20;300) 1 hai trong ba

dinh ctia canh quat tran. Chiéu cao ctia 6ng treo véi hop dién

canh quat gdn vao tran nha 1a 50cm va dinh S (a;b; c) véi
a > 0 la giao diém gitta tran nha va 6ng treo canh quat. Tinh T = a — b + ¢ . (Két qua lam
tron dén hang don vi)

Cau 19.28. Heé thong dinh vi toan cau GPS (Global Positioning System) 1a mot hé théng cho phép
xac dinh vi tri cia mot vat thé trong khong gian. Trong ciing mot thoi diém, vi tri ctia mot
diém M trong khong gian sé dugc xac dinh bdi bén vé tinh cho truée nhd cac bo thu phat
tin hiéu dit trén cac vé tinh. Gia st trong khong gian véi hé toa do Oxyz , tilé do dai trén
cac truc 1a 10 km tinh cho mot don vi ti 1é trén mdi truc c6 4 vé tinh lan lugt dit tai cac
diém A(—1;2;—1>,B(1;4;0) ,C<3;0;9> va D (7;10;—1). O mot thoi diém ca bén vé tinh bin
tin hieu vé diém M va do duge do dai MA = 6, MB = 3, MC =10, MD = 6. Ngay sau d6
10 giay, c& boén vé tinh lai ban tin hieu vé vat M va do dudc
MA = 3,MB = 4,MC = N85, MD = /137 . Néu coi nhu vat M chuyén dong thang déu thi
toc do clia vat bang bao nhiéu (don vi: m/s va két qua lam tron dén hang don vi)? (B6 qua
khoang thdai gian phat va thu tin hieu)
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Cau 19.29. San hién hinh chit nhat ctia mot ngoi nha 1 khoang dat =
ABCD dugc Igp mai bing kinh mau dé han ché anh sang di L
qua v6i mai déc. Cac bé miit ben ADHE va CGHD nim &
btic tuong bén ngoai ngdi nha. Dat vao mo hinh hé truc toa H -
do nhu hinh vé thi ta c6 B 5;%;0]; E(5;,0;2) va H(0;0;3). i /] c v

Trén tuong nha c6 mot ngon den dit tai diém L cach diém

D mot khoang 6m theo phuong théng diing. Phan c6 mai v B

clia san hién in bong lén khu vudn biang phang phia trudc e

ngoi nha duéi anh den tao thanh khoang dat han ché anh

sang. Tinh dién tich khoang dat d6 ( Két qua lam tron két qua dén hang phan chuc).
Cau 19.30. Mot phan san truong duge dinh vi béi cac diém

A, B,C,D minh hoa nhu hinh vé bén. Buéc dau chiing dugc

14y “ thing bing” dé c6 cuing do cao va ti giac ABCD lahinh 5,

thang vuong 6 A va B v6idodai AB=25m, AD =15m, 18m
D

A 25m B

BC =18m. Do yéu cau ki thuat, khi lat phéng phan san

truong phai thoat nuéc vé goc san 6 C' nén nguoi ta lay do
cao ¢ cac diem B, C', D xudng thap hon so v6i do cao 6 A 1a 10cm, acm, 6cm tuong

ttng sao cho bon diem A, B',C’, D' dong phang. Gi4 tri clia a bang bao nhiéu? (Don vi: cm)

Cau 19.31. Mot Hai qua bong bay dugc tha lén ciing mot dia diém.
Sau mot khoang thoi gian, qua bong thit nhat ndm cach dia
diém xudt phat 200m vé huéng Dong va 200m vé huéng
Nam, dong thoi cich mat dat 50m; qua bong thi hai nim
cach dia diém xuat phat 100m vé huéng Tay va 100m veé
huéng Béic, dong thoi caAch mit dat 40m. Cung thoi diém
do6, mot ngudi ding trén mit dat quan sat thay hai qua bong
nay. Biét rang so véi cac vi trf quan sat trén mat dat, vi tri
ngusi ding cé tong khodng cach dén hai qua bong bay 1a
nhoé nhat. Tinh khoang cach tit vi tri ngudi quan sat dén dia
diém tha hai qua bong bay nay (Don vi: mét) (Két qua lam
tron dén hang don vi).

Cau 19.32. Trong khong gian v6i hé truc toa do Ozyz, cho hai vién bi xanh va dé ban dau dang

hai mit cau lan luot 1a (Sdo) : <1’ — 10)2 +9° + (z — 3)2 =9 va

2 2 . .
(S )i (z+12) +9° +(2—4) =16. Biét mat dat
triing v6i mat phang Oxy va hai mat cau nay tiép xtc véi
mit phang Oxy v6i diém tiép xtGc ndm trén truc Oz.
Truyén cho hai vién bi dé va xanh lan lugt cac téc do
khong doi v, = 5 (m/s) va v, = 3 (m/s) thi hai vién bi lan
thing vé phia nhau doc theo truc Oz (Diém tiép xtic luén
nam trén Oz ). Sau khodng thaoi gian bang bao nhiéu giay
thi hai vien bi va cham lan dau tién (Don vi trén hé truc
toa do 1a mét va két qua lam tron dén hang phan chuc)
Cau 19.33. He thong dinh vi toan cau GPS (Global Positioning System) hién tai c6 24 vé tinh,
mdi vé tinh cach Trai Dat 20000 km, ta coi Trai Dat 1a khdi cau c¢6 ban kinh R = 6 (nghin
km ). V6i mot he toa do Ozyz da chon, O 1a tam Trai Dat va don vi trén mdi truc 1a nghin

km, hai vé tinh c6 toa do A(26;0;0),B(0;26;0). Xét diem M(x;y;z) thuoc bé mit Trai
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Déat. Tinh gid tri nhé nhat cia MA + MB theo don vi nghin km (Két qua lam tron dén
hang don vi).

Cau 19.34. Trén khu vuc mién nii thi ngudi dan thuong xay dung nha & dang nha san va dude
minh hoa nhu hinh vé duéi day:

, /°
Gia st ap dung hé truc toa do Ozyz nhu hinh vé (don vi trén cac truc 1a mét). Xét mot bén
ctia mai nha gém c6 mot hinh chit nhat CDFE va mot hinh thang ADFG véi cac diém c6
toa do lan luot 1a G (6;—6;6);0 (3; 4;8); F(4;—4;7) va diém I 1a trung didm CE . Biét goc
gitta hai vecto DC va AB bing a°. Gia tri ctia a bing bao nhieu? (Két qua lam tron dén
hang don vi).

Cau 19.35. Mot cong ty xay dung dang lén ké hoach thiét ké
mot toa nha choc trai trong khu do thi méi. Dé dam |
b4o an toan vi sin sang cho céc tinh hubéng khan cép,
cong ty muon thiét ké dusng bay toi wu cho tric thang
cttu ho tiép can dinh toa nha. Gia st toa nha dude xay
dung vG6i dinh toa nha T(40; 60;150) trong hé toa do
khong gian Oxyz, v6i O 1a gbc toa do ndm & mat dat.
Truc thang ctu ho khéi hanh tit san bay tai diém
X(lOO;—40;0). Mot ngudi A ding trong tang nao do

cua toa nha cé toa do la A(40; 30;—20). Goi phuong

trinh duong théing d mo ta dudng bay tbi wu ciia truc
thing citu ho tit diém X dén dinh toa nha T va
M (a; b;c) 14 diém thuoc dudng bay ctia truc thing citu ho dé khoang cach tit M dén A

ngan nhat. Tinh a +b + c.

Cau 19.36. Trong khong gian, xét hé toa do Ozyz c6 gbc O
tring v6i vi tri mot gian khoan trén bién, mit phang
(Oxy) trung v6i mit bién (duge coi la mat phang) véi
tia Oz huéng vé phia nam, tia Oy huéng vé phia dong
va tia Oz huéng thang ding lén trdi (tham khao hinh
vé). Don vi do trong khong gian Ozyz lay theo
kilomét. Mot chiée radar dat tai O c6 pham vi theo
doi 13 30 km. Mot chiée tau tham hiém tai vi tri 4 &
do sau 10 km so véi mat nude bién, cach O 25km vé
phia nam va 15 km vé phia tay. Mot tau danh ca tai vi tri B(—20;15;0).

a) Khoang céch tit chiéc tau tham hiém dén radar bing 25 km.

b) Radar khong phat hién duge tau tham hiém dit tai vi tri A.

c¢) Radar phat hién ra tau danh ca tai vi tri B.

d) Mot chiéc tau clia canh sat bién dang tuan tra di chuyén dén vi tri CAch O 15km vé

phia nam.
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Dé radar phat hién ra thi thu canh sat bién can di chuyén vé phia dong cach O téi da,
15\/5 km .

Cau 19.37. Trong tiét thé duc hoc vé ki thuat chuyén béng *
hoi, Hoang va An dang tap chuyén béng cho nhau,
Hoang ném bong cho An dsd, qua bong bay 1én cao

nhung lai léch sang phai ctia Hoang va roi xubng vi . -

tri M cach An 0,5m va cach Hoang 4,5m dugc mo ! Jiicd y
t4 bing hinh vé ben duoi. O m
Biét rang quy dao ctia qua béng ndm trong mit M

phang (a) tar + %y +cx +d =0 va vudng goc v6i ¥

mit dat. Khi d6 gia tri ctia a + ¢ + d bang (két qua lam tron dén hang phan chuc).
Cau 19.38. Cau Cdng Vang (The Golden Gate Bridge) & My. Xét
hé truc toa do Oxyz v6i O la bé ctia chan cot tru tai mat
nudc, truc Oz trung véi cot tru, mit phing (O:Ey) 1& mat
nude va xem nhu truc Oy cung phuong véi cau nhu hinh
vé. Day cap AD (xem nhu la mot doan thing) di qua dinh
D thuoc truc Oz va diém A thuoc mit phang Oyz , trong
d6 diém D la dinh cot tru cach mat nuée 227m , diém A
cach méit nuée 75m va cach truc Oz 343m.
Gia sit ta diing mot doan day néi diém N trén day cap
AD va diém M trén thanh cau, biét M cach mat nuée 75m va MN song song véi cot
tru. Khi diém M cach truc Oz mot khoang bang 230m , tinh do dai doan day ndi MN .
(Lam tron két qud dén hang don vj)

Cau 19.39. Trong khong gian Ozxyz, cho cac diém A(2;2;0>,B(2;0;—2> va mit phing

(P) cx 42y —2z—1=0.Xét diém M(a;b;c) thudc mit phing (P) sao cho MA = MB va
s6 do goc AMB 16n nhat. Khi do gia tri a + b + ¢ bang bao nhiéu (két qua lam tron dén
hang phan tram)?

Cau 19.40. Trong khong gian véi hé toa do Ozyz (don vi trén mdi truc toa do 1a killomét), mot

11
may bay dang & vi tri A[4; —5;5] va sé ha canh & vi tri B [3;%; 0] 4 trén duong bang. Co

mot 16p may duge mo phéng bdi mat phing (a) di qua ba diém M (8;0; 0), N (O; —8; 0) va
P (O; 0;0, 8) . Tinh do cao clia may bay khi xuyén qua ddm may dé ha canh (lam tron két
qué t6i hang phan tram).

Cau 19.41. Trong khong gian véi hé truc toa do Oxyz , mot canh tay
robot dugc lap trinh dé gdp mot chi tiét hinh cau c6 ban kinh
R =1 dit trén bang chuyén tai vi tri A(E); 0;0). Trong khong
gian lam viéc ctia robot c6 mot chuéng ngai vat la mot mat
phang <P) :x 4y + 2 =10. Dé t6i uu héa ning luong va thoi

gian, robot can di chuyén dau gap tir vi tri xuat phat O (O; 0; 0)

dén diém B trén mat cau chi tiét sao cho duong di 1a ngén nhét
va khong va cham vGi chuéng ngai vat (P) . Tinh d6 dai duong

di ngén nhat ma robot can thuc hién.
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Cau 19.42. Trong khong gian véi hé truc toa do Ozyz , xét mot vung

phong tht hinh cau (S) c2” 4+ y* + 2° = 49 vA mot hanh lang

bay an toan dugc giéi han bdi hai mit phing song song
(Pl)::c—l—y—l—z:k') vA mit phing (]32>::c—|—y+z:—5.M©t
may bay trinh sat bit dau xam nhap khu vuc tir diém
M, (6; 0; 0) va bay theo duong thing A c6 vecto chi phuong

u= (— 1;1; 1) . Tinh chiéu dai doan duong bay ctia may bay nim

hoan toan trong phan giao ctia hanh lang bay an toan va viing phong thii hinh cau (don vi:
km).

Cau 19.43. Trong khong gian v6i hé truc toa do Ozyz (mdi don vi
trén truc toa do dai lem) duge dit mot goc trong mot can
phong. C6 mot cay quat tran c6 ba canh quat va méi canh
cach déu nhau (minh hoa nhu hinh vé beén). Goi

A(—lo;— 15;300) va B(12;20;300) 1 hai trong ba dinh ciia

canh quat tran. Chiéu cao ctia éng treo v6i hop dién canh quat
gan vao tran nha la 50cm va dinh S (a;b;c) v6i a > 0 1a giao diém giita tran nha va éng

treo canh quat. Tinh 7' = a — b + ¢ . (Két qua lam tron dén hang don vi)

Cau 19.44. Mot kho chita hang c6 dang hinh lang tru ding : 0
ABFPE.DCGQH v6i ABFFE 1a hinh chit nhat va EFP 1a
tam gidc can tai P. Goi T la trung diém cia DC . Cac
kich thudce ctia kho chita 1an lugt 14 AB = 6m; AE = 5m;
AD =8m; QT =7m. Ngusi ta mo hinh hoa nha kho
bing cach chon hé truc toa do coé goc toa do 1a diém O
thuoc doan AD sao cho OA = 2m va cac truc toa do tuong
ing nhu hinh vé duéi day.

Dé 1ap camera quan sat trong nha kho tai vi tri trung diém
ciia FG va dau thu dit lieu diit tai vi tri O, ngusi ta thiét v
ké duong day cap néi tit O dén K sau dé ndi thang dén . B

camera, roi néi lai tit camera dén thing diém Q. Do dai «

doan cap noéi tbi thicu bing bao nhiem mét (lam tron dén hang phan chuc va dau day noi
khong ddng ké ).
Cau 19.45. Trong khong gian Oxyz, cho ba diém A(1;1; 1), B(~1;2;0),C(3; —1;2) va M la

diém thudc mit phing (a):Q:c—y+2z+7:O. Tinh gia tri nhé nhat cla

P = 3MA—|—5MB—7MC‘.
A c

Cau 19.46. Mot kién trac su mudn xay dung 1 toa nha biéu tuong doc
la cho thanh phd. Trén ban thiét ké toa nha c6 hinh dang 13
mot khéi lang tru tam giac déu ABC.ABC', c¢6 canh bén bing B[ N
canh day va dai 30 mét. Kién tric su mudn xay dung mot cay

cau MN béc xuyeén toa nha (diém dau thudc canh AC , diém
cudi thuge canh BC') va cay cau nay sé duge dat vang véi don
gia 5 ty dong trén 1 mét dai. Vi vay dé dap ing bai toan kinh
té, kién trac su phai chon vi trf cay cau sao cho MN ngan nhéat
(nhu hinh vé).

Khi do6 gia xay cay cau nay hét bao nhiéu ty dong? (Két qua lam tron dén hang don vi).

B
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Cau 19.47. Trong khong gian véi hé toa do Ozyz , cho cac diém A<4; 1;5), B (3; 0; 1), C (—1;2; 0) va

didm M (a; b; c) théa man MAMB +2MB.MC —5MC.MA 1én nhat. Tinh
P=a—-2b+4c.

Cau 19.48. Ngudi ta can lap mot camera phia trén san béng dé phat séng truyén hinh mot tran
bong da, camera c6 thé di dong dé luon thu duge hinh 4nh ré nét vé dién bién trén san. Céc
ki su dit dinh trong bon chiée cot cao 30 m va st dung hé théng cap gan vao bon dau cot
dé giit camera & vi tri mong mudn. Mo hinh thiét ké dude xay dung nhu sau: Trong hé truc
toa do Oxyz (don vi do dai trén mdi truc 13 1 m), cac dinh ctia bén chiée cot 1an lugt 1a cac
diém M (90;0;30), N (90;120;30), P(0;120;30),Q(0;0;30) (Hinh vé). Giasit K, lavi trf ban
dau clia camera c6 cao do bang 25 va KM=KN=KP=KQ. Dé theo déi qua béng
dén vi trf A, camera dugc ha thap theo phuong thang ding xuéng diém K| c6 cao do béng
19. (Nguon: https: /mww.abiturloesumg.de; Abitur Bayern 2016 Geometrie V).

-A

Q(0:0:30) (02120 30)

V(90 : 0 : 30)

-e 1) _\'i_i}n;ljuf_‘-ul:

L]
K, oA

Toa do vécto K K| = (a;b;c) v6i a,b,c 1a cacs6 thyc. Tinh P =a + b+ 3¢?

Cau 19.49. Hai con tau dang & cing mot vi tuyén va cach nhau 5 hai
1i. Tau thi nhat ti vi trf ban dau A chay theo huéng Nam v6i | yocooooeo s
van toc 6 hai li/gio, con tau thi hai tit vi tri ban dau B chay l
theo huéng vé vi tri ban dau ciia tau thit nhat véi van toc 7 hai !
li/gio (dugec moé ta nhu hinh vé bén dudi). Khoang cach ngin
nhat gitta hai con tau 1a bao nhiéu hai li? (Két qud lam tron dén
hang phan chuc).

Cau 19.50. Gén heé truc toa dd Ozyz sao cho O ndm trén mat nudc, mit phing (Ozy) la mit nude,
truc Oz huéng lén trén (don vi do: mét), mot con chim boéi ca dang & vi tri (c6 hoanh do,
tung do va cao do 1a cac sb thie duong) cadch mit nude 2m, cach mat phang (Ozz),(Oyz)
lan lugt 1& 3m va 1m phéng thing xudng vi tri con cé, biét con ca (c6 hoanh do va tung
do 1a céac s6 thyc duong) cach mit nude 50cm, cach mit phang (Oxz),(0yz) 1an lugt 1a 1m
va 1,5m. Toa do diém B lac chim béi ca vira tiép xtic v6i mit nude 14 (a;b;c). Tinh
T = 4a + 3b — 25c¢.
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Cau 19.51. Hai chiéc flycam dugc diéu khién cling bay len tai , - s .
mot dia diém. Sau mot thai gian bay, chiée flycam thit - o5
nhét bay dén vi tri diém A cach mit dat 5m, cach ]

diém xuat phat 3m vé phianam va 2m vé phia dong.

/

Chiéc flycam thit hai bay dén diém B cach mat dét o % t4
5m , cach diém xudt phat 6m vé phia bac va 6m vé = ik '

phia tay. Chon hé truc toa do Ozyz v6i goc O dat tai

diém xuét phat ctia hai chiéc flycam, mat phang (Oxy) ,
triing v6i mit dat (coi nhu phing) c6 truc Oz huéng
vé phia nam, truc Oy huéng vé phia dong va truc Oz huéng thang ding lén trai (don vi
do mbi truc 1a mét). Trén mit dat, ngudi ta xac dinh dude mot vi tri sao cho téng khodng
cach tir vi tri d6 dén hai chiéc flycam ngin nhat. Héi khoang cach tit diém xuat phat dén
vi tri d6 bang bao nhiéu mét?

Cau 19.52. He thong dinh vi Toan Cau GPS hién tai c6 24 vé tinh, mdi vé tinh cach Trai Dat
20000 km, ta coi Trai Dat 14 khéi cau c6 ban kinh R = 6 (nghin km). Véi hé toa do Oxyz
da chon, Ola tam Trai Dat va don vi trén méi truc 14 nghin km, hai vé tinh c6 toa do
A(26; 0; 0) , B(0;26; o) . Xét diém M(x;y;z) thuoc bé mit Trai Dat. Tinh gid tri nhé nhét

ctia MA + MB theo don vi nghin km (l1am tron dén hang don vi).

Cau 19.53. Trong khong gian Oxyz cho cac diem A(1;1;2) va B(4;5;1). Cac diém M, N di dong
trén mit phang (Oxy) sao cho do dai MN bing 1. Téng AM + BN c¢6 gia tri nho nhat 1a
bao nhiéu?

A
B

\

// M/ |

LOm) Ly

~ I
] / e ___:__=.--; /
~ (P) A A"

Cau 19.54. Trong mot khu du lich 16n ¢6 hai tuyén cap treo ( coi mdi tuyén cap treo nhu mot
duong thang). Sau khi chon mot hé toa do Ozyz thich hop, ngudi ta thay ring: tuyén cap

thit nhat xuat phat tir diem M (2;4;0)va c6 véc to chi phuong u = (1;1;—2) con tuyén cap

thit hai xuat phat tit diém N(3;—1;—2)va c6 véc td chi phuong v = (2;—1;—1). Goi A(a;b;c)
va B(d;e; f) 1a hai diém 1an lugt nim trén hai tuyén cap sao cho hai diém d6 gan nhau nhat.

Tinh a+d?
Cau 19.55. Trong khong gian v6i hé truc toa do Oxyz, cho hai mit cau
(Sl>:x2+(y—1)2+(z—2)2:16, <S2>:(x—1)2+(y+1)2+22:1 va diém
4 7 14 C T s a . crx . <. 2 A s .
g;g;—— . Goi I la tam cuia mét cau (Sl) va (P) la mat phang tiép xtc v6i ca hai mat

cau <Sl) va (S2>. Xét cac diém M thay ddi va thuoc mat phang (P) sao cho dusng thang
IM tiép xtic v6i mat cau (SQ). Khi doan thang AM ngén nhit thi M(a;b;c). Tinh gia tri
ciaT=a+b+c.
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Cau 19.56. Trong khong gian v6i hé truc toa do Ozyz, cho ba diém A(l;l;l),B<—2;1;0),
C(2-31). Diém M (a;bic) sao cho MA’ +2MB* +3MC” dat gia tri nho nhét. Tinh
S =4a> +b* —6e¢.

z=0
Cau 19.57. Trong khong gian Ozyz cho A(l;—1;2), f(x) =0&jz=1, C(O;l;—2). Goi
=3

M (a;b;c) la diém thuoc mat phing (Oxy) sao cho biéu thic

S = MAMB +2MB.MC +3MC.MA dat gia tri nhé nhat. Tinh gia tri cta
T =12a 4+ 12b + 2025¢.

Cau 19.58. Trong khong gian v6i hé toa do Ozyz, cho bén diém A(4;1;0>, B(4;6;6), C(5;6;2>,
D(7;2;14) va didm M(a;b;c) théa mén MA=3, MB=6, MC =5, MD = 13. Khoang
cach tit diém M dén diém O biang bao nhiéu (lam tron dén hang phan tram)?

Cau 19.59. Trong khong gian ba chiéu Ozyz , toa do cac khu vuc duge xac dinh nhu sau:

Khu vuc A(30; 20; O) nam trén mat dat, cach trung tam thanh phé 3km .

Khu vuc B (70;50; 40) nam trén toa nha cao tang va & do cao 40m .

Khu vuc C (50; 80; 70) nam trén mot dinh doi 6 do cao 70m.

Goi vi tri 1ap dat tram phat song 1a D (a; b; c) sao cho khoang cach tit D dén ba khu vuc ké
trén 1a bang nhau va c6 khoang cidch dén chting 1a nhé nhat. Tinh T = a + b + ¢ (Két qua
lam tron dén hang don vi).

Cau 19.60. Xét trong khong gian Ozyz, dai kiém soat khong Iuu san bay diit 6 goc toa do O (O; 0; O),
don vi trén mdi truc 1a ki-16-mét. Mot may bay chuyén dong theo dudng thang, bay qua
hai vi trf A (—500;—300;500) va B(-200;—200;450). Khi mdy bay & gan dai kiém soét
khong luu nhat, toa do clia may bay 1a (a;b; c) . Tinh gia tri ctia biéu thic P =a +b +c.

Cau 19.61. Trong khong gian Ozyz , dai kiém soat khong Iuu san bay c6 toa do O(O;O;O) , don vi

trén mdi truc tinh theo kilomét. Mot may bay chuyén dong huéng vé dai kiém soéat khong
I, bay qua hai vi tr1 A(—~500;—250;150), B(—200;-200;100). Khi may bay & gan dai kiém

£ 3 . - P < ., . 2 2 ~, _3 N
soat nhat, toa do cia vi tri may bay la (a;b;c) . Gia tri cta bieu thic Ea —b—c la bao

nhiéu (lam tron két qua dén hang don vi)?

Cau 19.62. Mot toa nha dugce thiét ké dé lam 2 phong day hoc c6 trang bi may chiéu. Mai nha la
dang mai vat CDFE nhu hinh vé. Chiéu dai ctia mdi phong hoc 13 OA = 30m va chiéu
rong 1a OB = 20m , chiéu cao cac bitc tusng OC = BD = 10m va EA = RF = 6m. T vi
tri P tren BR cdch B mot khoang 10 m, nguoi ta xay cac bac thang cao dan vé phia
cudi ctia phong hoc dé diit cac day ban ghé hoc sinh trén cac bac thang d6. Chiéu rong mdi
bac thang 14 2 m va chiéu cao mdi bac thang 14 20 cm. Chii toa nha mudn 1ap gia treo may
chiéu tai vi tri I1a giao cia DE va CF nhu hinh vé, vuong goc v6i mit san sao cho
khong vuéng vao dau hoc sinh khi hoc sinh d6 ding tai bac thang ngay duéi may chiéu
(chiéu cao hoc sinh d6 1a 1,8 m) va ciing khong che khuat tam nhin ctia hoc sinh ngoi 6 hang
ghé sau ciing, tai vi tri X trung diém SQ, theo phuong vuéng goc bic tuong OBDC
(chiéu cao mét hoc sinh so véi bac thang tai do 14 1,2m). Héi tong do dai thanh treo may
chiéu v& ca than may chiéu l6n nhat 13 bao nhiéu mét? (Két qua lam tron dén hang phan
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mudi).

Cau 19.63. He Théng Dinh Vi Vé Tinh Toan Cau Beidou (B#c Dau) hién tai c6 35 vé tinh, mbi veé
tinh cach Trai Dat khodng 35000 km, ta coi Trai Dat 1a khoi cau c¢6 ban kinh R = 6,4
(nghin km). Véi hé toa do Ozyz da chon, Ola tam Trai Dat va don vi trén mdi truc 1a

nghin km, hai vé tinh c6 toa do A(30;O;O) , B(O; 30; 0) . Xét diem M (x;y;z) thuoc bé mat

Trai Dat. Tinh gia tri nhé nhat cia MA + MB theo don vi nghin km (lam tron dén hang
phan chuc).

Cau 19.64. Truct nuée 1a mot trong nhitng tro choi van dong duge nhiéu ngusi yéu thich trong
cac cong vien nude. Mot cai mang trugt nude co thiét ké dang cung tron véi hai dau muat 1a
A va B . Chon mot truc toa do Ozyz véi gbc O dit tai hinh chiéu ctia diém A trén mat
dat, mit phang (Ozy ) tring véi mat dat va truc Oz huéng thang ding lén trén trsi, don
vi do lay theo mét (tham khao hinh vé duéi day). Biét cac diem A, B va mot diem C' nim
trén méang trugt lan lugt co toa do 1a (O; 0;5);(6; 7;1) va (5;0;2) . D6 dai méang trugt nude do
bing bao nhiéu mét (lam tron két qud dén hang don vi clia mét)?

Cau 19.65. Trong khong gian v6i hé toa do Ozyz, cho bén diém A(4;1;0>, B(4;6;6), C’<5;6;2>,
D(7;2;14) va didm M(a;b;c) théa mén MA =3, MB=6, MC =5, MD = 13.Khoang

cach tit diém M dén diém O bang bao nhiéu (Két qua lam tron dén hang phan tram)?

HET
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